Schweinewiirfeln — Eine stochastische Lernumgebung zum Wiurfel

CHRISTIAN RUTTEN UND PETRA SCHERER, ESSEN

Zusammenfassung: Lernende der vierten Klasse er-
kunden im Lehr-Lern-Labor ,Mathe-Spiirnasen die
stochastische Relevanz der physikalischen bzw. geo-
metrischen Eigenschaften des sechsseitigen Spiel-
wiirfels, indem sie dessen stochastische Eigenschaf-
ten mit denen des asymmetrischen Zufallsgenerators
Wiirfelschwein aus dem Gesellschaftsspiel ,Schwei-
nerei (engl. ,Pass the Pigs"*) vergleichen. Der Bei-
trag stellt einerseits die entsprechende Lernumge-
bung vor und zeigt andererseits, wie Lernende bei
deren Bearbeitung geometrische und stochastische
Eigenschaften miteinander vernetzen und so poten-
ziellen Fehlvorstellungen begegnet wird.

1 Einleitung

Die Bedeutung der Stochastik fiir den Mathematik-
unterricht der Grundschule ist seit langer Zeit unbe-
stritten und weist vielfaltige Facetten auf (vgl. Winter
1976). Dabei ist der Wiirfel ein wichtiges Zufallsgerat
fiir elementar-stochastische Erkundungen (vgl. z. B.
KMK 2005; Sill 2018) und stellt zudem im Mathe-
matikunterricht der Grundschule das wichtigste Bei-
spiel fiir einen geometrischen Korper dar. ,,Es gibt
kaum einen geometrischen Kdorper, der so zahlreiche
und unterschiedliche Moglichkeiten fiir geometri-
sche Entdeckungen bietet™ (Schipper 2009, S. 262).
Allerdings werden die Zusammenhdnge zwischen
den geometrischen und stochastischen Eigenschaften
im Grundschulunterricht selten thematisiert. Dabei
kann eine Vernetzung dieser unterschiedlichen Per-
spektiven Fehlvorstellungen bzgl. der Wahrschein-
lichkeiten beim Wiirfelspiel begegnen helfen.

2 Tragfahige Vorstellungen entwickeln
— Fehlvorstellungen begegnen

Schiilerinnen und Schiiler sollen bereits in der Grund-
schule Kenntnisse iiber den Zufall erwerben (vgl.
z. B. Hasemann et al. 2011) und tragfahige Vorstel-
lungen entwickeln. Insbesondere soll im Mathema-
tikunterricht auch den Fehlvorstellungen nicht we-
niger Kinder mit der Férderung stochastischen Den-
kens begegnet werden (vgl. Schipper 2009). Solche
Fehlvorstellungen erwachsen i. d. R. aus individuel-
len Alltagserfahrungen, sind subjektiv viabel und da-
her oft sehr robust gegeniiber der wissenschaftlichen
Sichtweise (vgl. z. B. Posner et al. 1982). So ist es bei
vielen Wiirfelspielen — wie z. B. ,Mensch érgere dich
nicht — von besonderer Bedeutung, eine 6 zu wiir-

feln. Folglich wird von den Spielenden der Ausgang
,6° mit dem Ausgang ,nicht 6° verglichen. Der Wurf
einer 6 wird daraufthin subjektiv als ,schwieriger zu
erreichen wahrgenommen und verallgemeinernd ver-
mutet, dass die 6 weniger wahrscheinlich sei als alle
anderen Zahlen.

,Weil, man sagt ja immer, bei ner Sechs ist das ein
Gliick und bei einer Drei nicht, und irgendwie mein ich
jetzt, dass die Sechs schwieriger zu bekommen ist als
die Drei* (Katja, Klasse 3; aus Knipping 2014, S. 50).

Neben dieser macht Eichler (2010) auf fiinf weitere
solcher typischen, mit dem Wiirfelspiel verbundenen
Fehlvorstellungen aufmerksam: So nehmen einige
Schiilerinnen und Schiiler bei mehrfach aufeinan-
derfolgendem Wurf der 6 an, dass entweder keine
6 mehr folgen diirfte, weil ,alle Sechser raus‘ seien
(Kompensationsargument), oder wieder eine 6 folgen
misste, weil es sich um einen ,Sechserwiirfel* hand-
le (Beharrungsargument). Andere glauben, dass der
Zufall ,unregelméfige‘ Ereignisse produziere und so
Wurffolgen wie 6, 6, 6, 2, 1 unwahrscheinlicher seien
als 6, 2, 6, 1, 6. Wieder andere vermuten, dass bei
wiederholtem Sechserwurf geschummelt wiirde oder
Magie im Spiel sei. Alle diese sog. ,,naiven Kon-
zepte* (Renkl 1997) bzgl. des Wiirfelns griinden im
mangelnden Wissen nicht nur um die stochastischen
Eigenschaften des Wiirfels, sondern auch deren Zu-
sammenhang mit der Geometrie des beim Wiirfelspiel
verwendeten regelméBigen Hexaeders. Die stochasti-
sche Relevanz der geometrischen Eigenschaften des
Spielwiirfels wird dabei nicht wahrgenommen und
dieser auch nicht als Laplace’sches Zufallsgerit er-
kannt, bei dem alle moglichen Ausginge die gleiche
Wabhrscheinlichkeit besitzen. Folglich dominieren bei
vielen Lernenden die subjektiven, erfahrungsgebun-
denen Sichtweisen.

Die daraus moglicherweise resultierenden Fehlvor-
stellungen im Hinblick auf eine stochastische Refle-
xion von Wiirfelspielen erfordern von den Lernen-
den damit einen sog. Konzeptwechsel (conceptual
change). Dieser wird in einem traditionellen Ver-
stindnis in der Uberwindung der gegeniiber wissen-
schaftlichen Vorstellungen als defizitir betrachteten
Sichtweise der Lernenden gesehen (vgl. Posner et al.
1982; auch Schnell 2014, S. 10 ff.). Die subjektiven
Sichtweisen der Lernenden gilt es demnach, durch
fachlich adédquate Vorstellungen zu ersetzen (vertika-
ler Konzeptwechsel). Dieses traditionelle Verstind-
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nis beriicksichtigt allerdings zu wenig, dass entspre-
chende Sichtweisen beim Wiirfelspiel Unterhaltung
und SpaBl weder stéren noch verhindern und somit
dabei durchaus viabel bleiben (vgl. Riitten & Sche-
rer 2015). Dieser bleibenden Viabilitit trigt die Idee
eines horizontalen Konzeptwechsels Rechnung (vgl.
Prediger 2008). Situationsgebunden wird dabei zwi-
schen nebeneinander existierenden Vorstellungen ge-
wechselt. Fehlvorstellungen werden darin nicht voll-
standig ersetzt, aber wissenschaftliche Konzepte ne-
ben diesen aufgebaut (vgl. Riitten & Scherer 2015).

Um die Entwicklung einer fachlich adédquaten Vor-
stellung anzuregen und den oben erwidhnten mogli-
chen Fehlvorstellungen zum Wiirfel im Unterricht zu
begegnen, scheint es sinnvoll, ein Lernarrangement
zu entwickeln, in dem geometrische und stochasti-
sche Eigenschaften des Wiirfels vernetzt werden.
Dieses Ziel verfolgt die im Rahmen des Projekts
,Mathe-Spiirnasen‘  entwickelte = Lernumgebung
,Schweinewlirfeln, die eine entsprechende Vernet-
zung durch den Vergleich des Wiirfels mit einem
asymmetrischen Zufallsgenerator motiviert.

3 Vernetzende Lernumgebung

Seit 2012 besteht an der Universitit Duisburg-Essen
das Lehr-Lern-Labor ,Mathe-Spiirnasen‘ (vgl. Bal-
tes et al. 2014; Riitten et al. 2018). Grundschulkin-
der (Klasse 4) konnen im Labor einen Vormittag in
drei Kleingruppen mathematische Inhalte aus unter-
schiedlichen Perspektiven erkunden. Im Rahmen des
Projekts wurden dafiir substanzielle Lernumgebun-
gen entwickelt (vgl. Wittmann 1998; Krauthausen &
Scherer 2014), die u. a. das Ziel verfolgen, mathe-
matische Inhaltsbereiche miteinander zu verkniipfen
(vgl. Wittmann 2001). Eine dieser Lernumgebungen
thematisiert den Wiirfel unter unterschiedlichen Per-
spektiven (siehe Abb. 1). Dem generellen Design des

Projekts entsprechend ist die Lernumgebung in eine
Einfiihrungs- und verschiedene Vertiefungseinheiten
unterteilt, wobei diese jeweils als Lernumgebungen
innerhalb der Lernumgebung betrachtet werden kon-
nen (vgl. Riitten et al. 2018). Die Einfiihrungseinheit
der Lernumgebung , Wiirfel* beschéftigt sich mit dem
Wiirfel als geometrischem Korper und dessen Eigen-
schaften (u. a. sechs kongruente Quadrate als Seiten-
flachen, gleichlange Kanten). Im Anschluss daran
erfolgen in den Kleingruppen unterschiedliche Ver-
tiefungen. Neben der Auseinandersetzung mit einem
Wiirfeltrick (vgl. Scherer & Wellensiek 2011) bzw.
dem Finden von Wiirfelmehrlingen und der Erkun-
dung von deren Augensummen (vgl. Winter 2010)
hat eine Vertiefung einen expliziten stochastischen
Schwerpunkt: Eine der Kleingruppen setzt sich in der
Vertiefung ,Schweinewiirfeln® mit dem Wiirfel sowie
einem asymmetrischen Zufallsgenerator und deren
stochastischen FEigenschaften auseinander. Diese
Vertiefung wird in den folgenden Abschnitten néher
beleuchtet. Dabei beziehen sich die empirischen Da-
ten auf die reguldren Erprobungen im Rahmen des
Lehr-Lern-Labors sowie auf eine im Projekt entstan-
dene Bachelorarbeit (vgl. Knipping 2014). Beriick-
sichtigt werden die Daten von 33 Lernenden (Klasse
4) aus vier Erprobungen und von sieben Grundschul-
kindern (Klasse 3) aus Einzelinterviews.

3.1 Historische Einbettung

Die Vertiefungseinheit ,Schweinewiirfeln beginnt
mit einem historischen Exkurs zur Entwicklung des
Spielwiirfels. Den Lernenden werden dazu zunichst
Nachbildungen von Astragali, Sprunggelenkskno-
chen von Schaf, Ziege oder Rind, als historische
Spielgerite vorgestellt. Bei Ineichen (1996, S. 26;
vgl. auch Schédler 1997) finden sich u. a. folgen-
de Erlauterungen zum Spiel mit Astragali: Werden
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Abb. 1: Aufbau der Lernumgebung ,Wiirfel*




die Astragali wie Spielwiirfel geworfen, konnen die
Knochen als ldngliches, vierseitiges Prisma mit ge-
rundeten Grund- und Deckflachen sowie nichtebenen
Seitenflichen auf vier unterschiedliche Seiten fal-
len. Diese werden als ,Chios‘ (vermutlich nach der
gleichnamigen, dhnlich geformten Insel), ,Riicken’
(Hyption), ,Bauch® (Pranes) und ,Hund‘ (Kyon)
bezeichnet (vgl. Ineichen 1996). In einigen Spielen
wurden diesen Elementarereignissen Punktwerte
zugemessen, wobei es dabei anscheinend regionale
Unterschiede gab. Einige Quellen bezeugen, dass der
Wurf ,Hund® mit 6 Punkten den hochsten Wert hatte
und ,Chios‘ mit einem Punkt den niedrigsten. In an-
deren Quellen erscheint es genau umgekehrt (siche
Abb. 2). Ineichen (1996) macht jedoch darauf auf-
merksam, dass die Summe der gegeniiberliegenden
Seiten dhnlich wie beim gegenwirtigen Spielwiirfel
immer 7 betrug. Wird die Wahrscheinlichkeit der ein-
zelnen Ausginge betrachtet (siche Abb. 2), fillt auf,
dass den Ereignissen mit den geringsten Wahrschein-
lichkeiten die Wertungen 1 und 6 zugeordnet wurden.

Bezeichnung: Chios
Wert: 1 oder 6
P(Chios): ca. 10 %

Bezeichnung: Hund
Wert: 1 oder 6
P(Hund): ca. 10 %

Bezeichnung: Riicken
Wert: 3 oder 4
P(Riicken): ca. 40 %

Bezeichnung: Bauch
Wert: 3 oder 4
P(Bauch): ca. 40 %

Abb. 2: Astragali — Name, Wert, Wahrscheinlich-
keit (Darstellungen entnommen aus Ineichen 1996,
S. 27)

Spétestens in der Spitantike wurden zum Wiirfeln
neben den unbearbeiteten Knochen mehr und mehr
Knochen genutzt, die zu regelméfBigen Hexaedern
geschliffen waren. Den Lernenden werden in der
Lernumgebung daher auch aus Knochen geschliffene
Spielwiirfel gezeigt.

Auch wenn sich die Frage nach den Griinden fiir den
historischen Wechsel der Zufallsgerite im Spiel kaum
beantworten ldsst, so wirft der Wechsel zumindest
die Frage nach den Unterschieden zwischen Hexae-
der und Astragal auf. Die Lernenden werden daher
aufgefordert, die Unterschiede zwischen Spielwiirfel
und Astragal zu beschreiben. Dabei nehmen sie auf
unterschiedliche Eigenschaften der beiden Zufallsge-

neratoren Bezug (SchiilerduBerungen, Klasse 4, aus
dem Projekt ,Mathe-Spiirnasen‘):

,,Bei den Wiirfeln stehen die Zahlen auf den Seiten, bei
den Astragali muss man sich die Punktwerte der ein-
zelnen Seiten merken.*

,,Mit den Astragali kann man nur 1, 3, 4 und 6 werfen,
mit dem Wiirfel auch 2 und 5.

,,Der Wiirfel ist viel regelmaBiger als die Astragali.*

Wie die letzte Schiilerduflerung zeigt, werden dabei
im weitesten Sinn auch geometrische Eigenschaften
der beiden Objekte angesprochen.

Im weiteren Verlauf sollen die Lernenden ein ,unre-
gelmédBiges® Zufallsgerdt mit einem ,regelmafligen’
Zufallsgerit auch im Rahmen eines stochastischen
Experiments vergleichen. Dabei soll dieser Vergleich
die unterschiedlichen stochastischen Eigenschaften
der beiden Gerite besonders hervorheben.

3.2 Stochastisches Experiment

Anstelle der Astragali werden Wirfelschweine aus
dem von Winning Moves® Games vertriebenen Spiel
,Pass the Pigs"‘ bzw. ,Schweinerei‘ von David Moffat
verwendet und mit dem sechsseitigen Spielwiirfel
verglichen. Auch wenn anhand von Experimenten
mit teilsymmetrischen Objekten (z. B. Quader, Rie-
mer-Wiirfel) der Zusammenhang von Héaufigkeit
und Wabhrscheinlichkeit besonders gut verdeutlicht
werden kann (vgl. z. B. Kriiger et al. 2015), werden
in der Lernumgebung die asymmetrischen Wiirfel-
schweine eingesetzt, da deren Verwendung als Zu-
fallsgenerator im entsprechenden Gesellschaftsspiel
eine nihere stochastische Erkundung besonders mo-
tiviert. Der Vorteil der Wiirfelschweine von ,Schwei-
nerei’ gegeniiber den Astragali sowie von den bei
Brauner (2014) oder Hammad (2018) genutzten
Wiirfelschweinen fiir das folgende Experiment be-
steht darin, dass es bei diesem Schwein ebenso wie
beim Spielwiirfel sechs Ausginge gibt (siche Tab. 1).

Damit unterscheiden sich die Wiirfelschweine von
den Spielwiirfeln nur hinsichtlich der geometrischen
Form. Diese bestimmt ndmlich bei beiden als ho-
mogenen Korpern die fiir das Wiirfelverhalten rele-
vante physikalische Eigenschaft des Schwerpunkts.
Dadurch sind die Ausginge bei den asymmetrischen
Wiirfelschweinen anders als beim Spielwiirfel, aber
dhnlich wie bei den ebenfalls asymmetrischen (aller-
dings auch nicht homogenen) Astragali nicht gleich-
wahrscheinlich (vgl. Gorman 2012; auch Kern 2006;
siche Tab. 1). Die deutlich verschiedenen Wahr-
scheinlichkeiten fiir die Ausginge beim Wiirfeln
mit dem Wiirfelschwein lassen dieses Nicht-Lapla-

4



Ausgang Wabhrscheinlichkeit

’\

,Faule Sau 1’ (,
PR

,Faule Sau 2’ m%@

34,9 % (31,05 %)

30,2 % (24,95 %)

,Suhle’ {@’% 22,4 % (32,65 %)
Haxe’ @ 8,8 % (9,05 %)
,Schnauze’ > A 3,0 % (2,1 %)
_Backe’ ﬁ 0,6 % (0,2 %)

Tab. 1: Wahrscheinlichkeiten der Wurfelschweine
(vgl. Gorman 2012; in Klammern Daten aus Schna-
bel & Neubert 2017 basierend auf 2000 Wirfen;
Grafiken entnommen aus Winning Moves® Games
,Schweinerei‘)

ce-Gerit zusitzlich als besonders geeignet fiir einen
kontrastierenden Vergleich mit dem Laplace-Wiirfel
erscheinen.

Anders als bei Schnabel und Neubert (2017) oder
Hammad (2018), die lediglich die Erkundungen der
Wiirfelschweine unter der Perspektive eines fre-
quentistischen Wahrscheinlichkeitsbegrifts vorschla-
gen, erfolgt in der hier vorgestellten Lernumgebung
,Schweinewiirfeln® der unmittelbare kontrastierende
Vergleich zwischen den beiden Zufallsgeréten. Bevor

die Lernenden nach der historischen Einbettung je-
doch mit Wiirfelschweinen und regelméfBigem Spiel-
wiirfel experimentieren, werden die unterschiedli-
chen Elementarereignisse bei den beiden Zufallsge-
riaten besprochen und das Erstellen einer Strichliste
thematisiert. Die Lernenden wiirfeln anschliefend
je 30 Mal mit Wiirfelschwein und Spielwiirfel und
notieren die jeweiligen Ergebnisse in entsprechenden
Tabellen (siche Abb. 3).

3.3 Auswertung des Experiments

Nach dieser Experimentierphase erfolgt eine im
Hinblick auf die Vernetzung von Geometrie und
Stochastik wichtige Phase der Reflexion der Ergeb-
nisse. Dabei présentieren die Lernenden ihre Daten
den Mitschiilerinnen und Mitschiilern, benennen
Auffilligkeiten und erkldren diese mit ihren eigenen
Worten. Da 30 Wiirfe nicht ausreichen, um auf die
Wahrscheinlichkeit von Einzelereignissen schlieen
zu konnen, werden in diesem Zuge die Datensitze
der einzelnen Lernenden in einer gemeinsamen Ta-
belle zusammengefiigt, um aussagekriftigere Zahlen
zu erhalten (siche Abb. 4; Datensétze von sieben Ler-
nenden, wobei z. T. mehr als 30 Wiirfe durchgefiihrt
wurden). Bei der Datenauswertung lassen sich bei
den Lernenden im Wesentlichen drei Vorgehenswei-
sen beobachten:

(1) Wenig ergiebig erscheint der spaltenweise Ver-
gleich zwischen Héufigkeiten bestimmter Ausgéin-
ge bei Schwein und Wiirfel (z. B. Vergleich von
,Schnauze’ mit ,6° oder ,Faule Sau 1’ mit ,2”). Hier-
bei lassen sich eher undifferenziert UnregelméaBig-

Vergleiche Wiirfelschweine und Spielwiirfel

Wiirfle 30-mal mit dem Wirfelschwein und 30-mal mit dem Spielwiirfel. Notiere deine Ergebnisse als Strichliste in der Tabelle!
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Abb. 4: Zusammengefligte Datenséatze einer Erprobung (insgesamt 237 Wiirfe)

keiten zwischen den Ausgidngen der beiden Zufalls-
gerite feststellen oder sogar eher Gemeinsamkeiten
zwischen beiden (z. B. bzgl. der Extrema, vgl. Lara
und Lasse) vermuten.

,Faule Sau 1 ist 11-mal gewirfelt worden. 2 wurde sie-
ben gewtirfelt™ (Lisa, Klasse 4)

,,Die 6 habe ich nicht so oft und das beim Wiirfel und
beim Schwein.* (Lara, Klasse 4)

,Faule Sau wiirfelt man am meisten. 5 wiirfelt man am
meisten.” (Lasse, Klasse 4)

,»Also bei mir sind die Ergebnisse gar nicht so anders.
Aufler bei Backe, ndmlich beim Spielwiirfel bei der
1, da hab ich fiinfmal und bei der Backe null. Bei der
Schnauze einmal und bei der 6 viermal.“ (Jan-Luca,
Klasse 4)

(2) Werden von den Lernenden die Extremwerte des
gesamten Datensatzes (z. B. Minimum, vgl. Anna)
betrachtet, liegen selbst bei 30 Wiirfen sowohl Ma-
ximum als auch Minimum meist bei den Wiirfel-
schweinen.

,Also dass ich beim Wiirfel alles hatte und bei den
Schweinen war es etwas schwieriger. Deswegen hatte

ich keine Backe und keine Schnauze.” (Anna, Klasse
4)

(3) Beim zeilenweisen Vergleich nehmen die Ler-
nenden die Verteilung aller Héaufigkeiten sowohl
beim Schwein als auch beim Wiirfel in den Blick und
stellen deren Unterschiede heraus. Dabei vermischen
sich die Beschreibungen z. T. mit ersten, oft eher im-
pliziten Wahrscheinlichkeitsaussagen (vgl. Merle).

,Dass die Wiirfel mehr verteilt sind und sich die
Schweine mehr auf Faule Sau 1 und 2 verzogen ha-
ben.” (Julia, Klasse 4)

,Dass das bei den Schweinchen unregelmaBig ist. Und
bei den Wiirfeln, dass man jede Zahl so eben gleich
erwiirfeln kann.” (Merle, Klasse 4)

Durch die Lehrperson wird im gemeinsamen Aus-
tausch tliber die Beobachtungen auflerdem eine Be-

trachtung der Spannweite angeregt. Diese ist auch
bei der geringen Anzahl an Wiirfen i. d. R. bei den
Spielwlirfeln kleiner als bei den Wiirfelschweinen.
Auch wenn der Spannweite in statistischen Analysen
gemeinhin wenig Aussagekraft beigemessen wird, da
sie nur die Extrema bertlicksichtigt (vgl. Kiitting &
Sauer 2011), erscheint der Vergleich der Spannwei-
ten der absoluten Haufigkeiten der einzelnen Zufalls-
gerite fiir die Viertkldssler durchaus sinnvoll, fehlen
ihnen doch aufgrund einer erst rudimentéren Kennt-
nis der rationalen Zahlen hilfreichere Kennwerte, wie
z. B. die relative Haufigkeit, zum Vergleich der expe-
rimentell erhobenen Daten. Die Spannweiten zeigen
bei den beiden Experimenten schon bei einer relativ
kleinen Anzahl von Versuchen i. d. R. deutliche Un-
terschiede.

Die gemachten Entdeckungen motivieren die Lernen-
den zur Erkldrung der entsprechenden Phinomene.
Schnabel und Neubert (2017) zeigen, dass Lernende
zur Begriindung des unterschiedlichen Auftretens der
einzelnen Ereignisse beim Wiirfelschwein auch geo-
metrische Argumente (Oberflichenvergleiche oder
die Betrachtung priagnanter Formen) anfiihren. Da-
neben stiitzen einige Lernende ihre Argumentationen
auf Alltagserfahrungen:

,,So vermutete ein Schiiler, dass das Schwein am hau-
figsten auf dem Riicken landet, da er selbst auch oft
auf dem Riicken lande, wenn er im Sport eine falsche
Bewegung mache oder etwas noch nicht gut konne*
(Schnabel & Neubert 2017, S. 28).

Allerdings wurde in den Erprobungen von Schna-
bel und Neubert die Einfiihrung des Wiirfelschweins
auch in eine Geschichte eingekleidet, die moglicher-
weise derartige alltagsbezogene bzw. kontextbezoge-
ne Begriindungen herausfordert.

Im hier présentierten Projekt der ,Mathe-Spiirnasen’
lieBen sich derartige Begriindungen nicht finden.
Vielmehr haben die Schiilerinnen und Schiiler beim
Vergleich von Spielwiirfel und Wiirfelschwein na-
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hezu ausschlieBlich geometrische Eigenschaften zur
Begriindung stochastischer Phdnomene herangezo-
gen und damit die unterschiedlichen mathematischen
Perspektiven bzgl. des Wiirfels vernetzt (vgl. Baltes
et al. 2014; Riitten & Scherer 2015):

Annika (Klasse 4; siche Abb. 3) vergleicht die Aus-
ginge ,Faule Sau 1° und ,Haxe‘ und vermutet, dass
,Haxe‘ unwahrscheinlicher ist:

,Haxe ist schwieriger zu wiirfeln, denn das Schwein
kann da leicht umkippen.*

Annika zieht die Stabilitidt des Schweins, die in sei-
nen geometrischen Eigenschaften griindet, zur Be-
griindung der geringeren Haufigkeit des Ausgangs
,Haxe* heran.

Auf die Frage, ob es auch beim Spielwiirfel wie beim
Schwein Ausginge gibe, die schwieriger zu erhalten
seien, antwortet Lisa (Kasse 4):

,.Nein, die sind alle gleichwahrscheinlich.*

Auch hier zieht sie die geometrischen Eigenschaften
als Begriindung ihrer Vermutung heran:

,,Der Wiirfel ist gleichméaBig.*

Um die Vermutung der Gleichwahrscheinlichkeit der
Ausginge beim Spielwiirfel zu begriinden, bezieht
sich auch Katja (Klasse 3) auf dessen Geometrie (aus
Knipping 2014, S. 48):

»Weil ich glaube der Wiirfel [nimmt den Spielwiirfel]
hat hier auch wieder groBere Fliche [zeigt auf alle
sechs Seiten des Wiirfels] und der kann dann besser so
auf allen Seiten stehen, weil alle gleich groB sind. Bei
dem Schwein sind ja nicht alle gleich groB3, denk ich
mal.*

Bezogen auf das konkrete Objekt nutzt Katja geome-
trische Sprache (groBere Flache, gleich groB, Seiten)
zur Begriindung. In dhnlicher Weise argumentiert
Lorenz (Klasse 4):

HHier [zeigt auf den Wiirfel] sind alle Seiten gleich.
Beim Schwein ist das nicht so.*

Ebenso nutzt Sarah (Klasse 4) geometrische Sprache
(Viereck, Quadrat), um zu begriinden, warum alle
Ausginge beim Spielwiirfel gleichwahrscheinlich
sind:

,,Der Wiirfel besteht nur aus Vierecken, daher kommen
alle gleich vor. Das Schwein hat nichts mit nem Vier-
eck oder Quadrat zu tun.

Die Entdeckungen, die beim Betrachten der Ergeb-
nisse aus dem Experiment gemacht werden, lassen
Lernende somit zur Begriindung der entdeckten Phé-
nomene einen Zusammenhang zwischen geometri-
schen Eigenschaften und stochastischem Verhalten

der Zufallsgerite herstellen. Dies deutet darauf hin,
dass diese Lernenden geometrische und stochasti-
sche Eigenschaften vernetzen und neben den auf
alltagsweltlichen Erfahrungen beruhenden (Fehl-)
Vorstellungen auch fachlich adédquate Sichtweisen
einnehmen.

3.4 Laplace- oder Nicht-Laplace-Gerat

Abschlielend wird in der Lernumgebung ein Riick-
griff auf diese (neue) Vernetzung der geometrischen
und stochastischen Perspektive auf den Wiirfel her-
ausgefordert. Den Lernenden werden Oktaeder und
Kuboktaeder als Plexiglas-Modelle présentiert. Die
Lernenden sollen aufgrund der geometrischen Be-
schaffenheiten eine Vermutung {iber deren stochas-
tische Figenschaften aufstellen und entscheiden, ob
es sich bei diesen Objekten um Laplace’sche oder
Nicht-Laplace’sche Zufallsgerdte handelt. Da das
Oktaeder aus lauter regelméfigen Dreiecken besteht,
lassen sich wie beim Wiirfel die Ausgidnge der ein-
zelnen Seiten als gleichwahrscheinlich annehmen.
Dagegen erscheint das aus Quadraten und regulédren
Dreiecken bestehende Kuboktaeder als nicht-Lapla-
ce’sches Zufallsgerdt. So lag auch nach Hofer und
Hesse (2008) im Experiment mit 15000 Wiirfen in
23,2 % der Fille eine Dreiecksseite oben. Allerdings
ist die Erkundung der Wahrscheinlichkeit der einzel-
nen Elementarereignisse beim Kuboktaeder expe-
rimentell kaum noch zu realisieren und daher seine
stochastischen Eigenschaften eher theoretisch zu be-
griinden.

4 Fazit und Perspektiven

Die Lernumgebung ,Schweinewiirfeln® fordert den
Auf- bzw. Ausbau einer Vernetzung geometrischer
und stochastischer Eigenschaften und kann so fiir
vielfaltige stochastische Phdnomene sensibilisieren
und moglichen Fehlvorstellungen bzgl. der Wahr-
scheinlichkeiten beim Wiirfelspiel begegnen. Dabei
dient das Wissen um geometrische Eigenschaften zu-
nichst dem Erklaren und Begriinden stochastischer
Phianomene. Die entsprechende Vernetzung ermog-
licht aber auch, auf der Grundlage des geometrischen
Wissens um bestimmte Korper (z. B. Oktaeder und
Kuboktaeder) Vermutungen iiber deren Verhalten als
Zufallsgerit aufzustellen.

Neben der oben beschriebenen Lernumgebung zum
Vergleich Wiirfelschwein und Spielwiirfel werden im
Projekt ,Mathe-Spiirnasen‘ in der Vertiefung ,Ver-
flixte Eins® der Lernumgebung ,Platonische Korper*
im Sinne von Neubert (2011) jeweils zwei der fiinf
platonischen Korper bzgl. ihrer stochastischen Ei-
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genschaften verglichen (vgl. auch Pfeil 2010). Nach-
dem zuvor in der Einfiihrung die geometrischen Ei-
genschaften dieser Koper erarbeitet wurden, werden
auch hier auf diese Weise stochastische und geomet-
rische Eigenschaften vernetzt.

Auch wenn im vorgestellten Setting keine Erhebung
der Eingangsvoraussetzungen der Lernenden zu Zu-
fall und Wahrscheinlichkeit stattgefunden hat, lassen
die Argumentationen der Schiilerinnen und Schiiler
den Schluss zu, dass die gewédhlten Lernumgebun-
gen einen geeigneten Kontext fiir Grundschulkinder
bieten: ,Schweinewiirfeln‘ und auch , Verflixte Eins’
zeigen, dass sich eine vernetzende Thematisierung
geometrischer und stochastischer Eigenschaften
lohnt, um einerseits einen differenzierteren Wahr-
scheinlichkeitsbegriff aufzubauen und andererseits
potenziellen Fehlvorstellungen zu begegnen. Zudem
kann so die Erkundung des vernetzten Charakters
von Mathematik realisiert werden (vgl. Walther et al.
2011, S. 19 f)).
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